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Einleitung 
33 
Es sei Vn ein n-dimensionaler Riemannscher Raum mit dem positiv definiten, 
symmetrischen Maßtensor gij(Xh). Bekanntlich kann man in einer differenzierbaren 
Mannigfaltigkeit einen linearen Zusammenhang einführen, indem man für ein belie-
biges Koordinatensystem (Xi) die Komponenten G/(xh) als Funktionen von (xh) vor-
gibt und die transformierten Komponenten Gi/(Xh) in jedem anderen Koordinaten-
system (Xi) erklärt durch: 
(1) - k _ oxP ox
q oxk h 02Xp oxk Gi)' - . . h Gpq + .. . ox· OX) ox axt ax) axp 
Bezeichnen wir die kovariante Ableitung mit einem unteren Index, der nach einem 
Komma steht, so gilt für die Richtungsableitung eines längs der Kurve C mit der Para-
meterdarstellung xP(t) parallel verschobenen Vektors Vi [2]: 
(2) DVi = i xP = D(vqg
qi) = DVq gqi + V Dgqi = 0 
dt v , P dt dt q dt . 
Hieraus folgt durch Überschiebung mit gil und unter Beachtung der Identität 
(3) Döl _ D(gil glk) _ Dg
il + Dg1k il = 0 
dt - dt - dt glk dt g 
für die kovariante Komponente des parallel verschobenen Vektors der Ausdruck: 
(4) DVI - i Dgil _ i xP dt - v dt - V gil,p . 
Eine Übertragung, die bei Parallelverschiebung längs eines beliebigen Weges die 
Länge jedes beliebigen Vektors konstant läßt, heißt metrisch oder mit der Metrik ver-
träglich. In diesem Fall gilt für die kovariante Ableitung des Maß tensors das Lemma 
von Ricci [2]: 
(5) 
Zu einem gegebenen Maßtensor gij lassen sich stets beliebig viele metrische Zusam-
menhänge Gijk(Xh) als Lösung des singulären linearen Gleichungssystems (5) kon-
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struieren. Allerdings gibt es genau einen symmetrischen, metrischen Zusammenhang 
in einer Riemannschen Mannigfaltigkeit. Dann verschwindet der Torsionstensor 
Ait(xh) nach 
(6) Aijk:=~(Git-G/)=O, 
und das lineare Gleichungssystem, bestehend aus (5) und (6), hat als einzige Lösung 
die Christoffelschen Symbole 2.Art [2]: 
(7) G .. k = [.k . = gk
p 
C3giP + ogjp _ Ogij ). 
I) I)' 2 OX) ox l oxP 
Die konforme Abbildung 
Zwei n-dimensionale reguläre Riemannsche Räume V n und Y n' die auf die glei-
chen Koordinatensysteme bezogen seien, sind konform aufeinander abgebildet, wenn 
mit einer skalaren Ortsfunktion a=o(xi) 
(8) gij = e2"gij = t i = e- 2"gij 
gilt. Indem man (8) in die Formel (7) für die Christoffelsymbole f ijk aus Yn einsetzt 
und entsprechend differenziert, ergibt sich die Beziehung [1]: 
(9) r- k - [ k + "k + "k k ij - ij Vi O,j Vj O,i - gijO 
't - 00 d k. - kp ml O,i - oxi un 0 . - g o'P' 
Das Transformationsgesetz (9) gilt für die von der Metrik abhängigen Christoffel-
symbole, jedoch im allgemeinen nicht, wenn an deren Stelle beliebige Funktionen 
Git(X I ) treten. Das Anliegen dieser Arbeit ist es, einen "konformen Zusammenhang 
in Yn " zu definieren, so daß für die Transformation der G ijk eine Verallgemeinerung 
der Gleichung (9) angegeben werden kann. 
Zu diesem Zweck ist es erforderlich, eine lineare Abbildung des Tangentialraumes 
T(Po) auf den Tangentialraum T(Po) zu definieren. Die konforme Abbildung ist be-
kanntlich dadurch ausgezeichnet, daß Winkel zwischen Kurvenstücken erhalten 
bleiben. Fordert man, daß das Skalarprodukt beliebiger Vektoren ui, Vi bei konformer 
Abbildung invariant ist, so ergibt sich wegen (8) die Transformation der kovarianten 
und kontravarianten Komponenten zu [3] 
(10) Gi = e-oui, Vj = e"vj. 
Mit den bereitgestellt~n Mitteln sind wir jetzt in der Lage, einen "konformen Zusam-
menhang bezüglich Git' zu erklären: 
Definition 
V n' Yn seien konforme Riemannsche Räume mit den linearen Zusammenhängen Git 
und <\t Weiter sei xi(t) mit xi(O) = Xi eine Parameterdarstellung der Kurvenstücke (0) 
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CcVn , CcVn durch Po bzw. Po. Ein Paar von Vektoren Ui,yi sei in Po gegeben, und 
. . _ (0) (0) 
mittels (10) seien die Bildyektoren G', v' in Po erklärt. 
.. . ,. . (0)(0) 
u'(t), yl(t) mit u'(O) = u', yl(O) = y' seien zwei Parallelfelder längs C bezüglich Gi/. 
(0) (0) 
Analog seien Gi'(t), vi'(t) mit l/(O) = ui. vi'(O) = Vi Parallelfelder längs C bezüglich 
_ (ol, (0) 
Girl) Dann heißt der Zusammenhang Gij k konform bezüglich Gi/:~ 
~ ~ ~ uP(t)Yp(t) = GI"(t)v~(t) + o(t) 
PoEVn C durch Po u', yJ in Po (0) (0) 
fürt~O. 
Für konforme Zusammenhänge besteht der 
Satz 1. 
Vn und Vn seien n-dimensionale reguläre Riemannsche Räume und nach (10) sei Vn 
konform auf Vn abgebildet. G ij k seien die Komponenten der Obertragung in V n • Die 
skalare Ortsfunktion 0 sei mindestens einmal stetig differenzierbar, Dann sind die Kom-
ponenten der Obertragung in V", die konform bezüglich Git sind, eindeutig bestimmt, 
und es gilt: 
Beweis: Nach der Definition wählen wir uns einen beliebigen Punkt POEVn mit den 
Koordinaten Xi. xi(t) mit Xi(o) = Xi sei eine Parameterdarstellung eines beliebigen 
(0) .(0). 
Kurvenstückes C durch Po und u', v' seien beliebige Vektoren in Po. Gemäß unserer 
~~. . .. -
Definition haben wir die Vektoren u',y' längs C in Vn und entsprechend G'.v' längs C (0) (0) (0) (0) 
in V n parallel zu verschieben. Die Lösungen der sich daraus ergebenden Anfangswert-
aufgaben 
(12) 
bezeichnen wir mit Ui=Ui(t), yi=yi(t), ai'=ui'(t) und yi'=yi'(t). Zur Vereinfachung 
führen wir eine Funktion 
ein, für die zufolge der Definition des konformen Zusammenhanges 
(14) F(t) = o(t) 
geIten muß. Allgemein haben wir nach der Taylor-Formel 
1) Das Symbol * soll andeuten, daß die Vektoren ui'(t), vi(t) nicht notwendig die Bildvektoren 
von ui(t) und yi(t) sind. 
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(15) F(t) = F(O) + F(O)t + o(t). 
Untersuchen wir nun die ersten beiden Koeffizienten der Taylor-Entwicklung. In Po 
ist nach (J 0) 0" = e"uk und v" = e-"yk, so daß F(O) = 0 gilt. Durch Differentiation von 
(0) (0) (0) (0) (l3) erhält man 
• DUk k Dyk DO~ _"" _' Dvk' 
F(t) = (it y + Uk dt - dt y - Uk dt· 
Wegen (4) und (12) ergibt sich zunächst 
F(t) = uig, X"yk - Oi "g-" xl'v" Ik.p Ik.r 
und für t=O mit (10) 
F(O) - ( -, e- z,,) UiykXI' 
- gik." - gik." (0)(0)(0)' 
Demnach ist F(O) = 0 für alle Punkte PoEVn , für alle Kurvenstücke xi(t) durch Po und 
und für alle Vektoren ui, yi in Po genau dann, wenn die Gleichung 
(0) (01 
(16) - 20 gii.k = gij.k e 
allgemein gültig ist. Daraus folgt nach (5) 
Wir berücksichtigen (8), differenzieren partiell nach xk und bekommen die Beziehung 
(17) (G ik" - G ik") g"i + (Gik" - Gjk") gi" = 2 G'k gij' 
Eine weitere Bedingung erhalten wir, wenn wir zwei infinitesimale Verrückungen 
d1xi,d2xi in Po betrachten. Verschiebt man einerseits d1xi parallel längs d2xi, anderer-
seits d2xi parallel längs d1xi, so bilden die vier Vektoren im allgemeinen kein geschlos-
senes Viereck. Für die entsprechenden Parallelverschiebungen von d1xi,d2xi hat man 
in erster Näherung die Ausdrücke d1xi - Gpqidlx"d2xq bzw. d2xi - Gqpid2x4dlxP. Be-
zeichnen wir den Vektor, der die Lücke schließt, mit D;2xi, so ist dieser bis auf Größen 
höherer Ordnung gleich 
(18) D;2xi = 2 A p4i d1x" d2x4, 
wobei wir die Definition des Torsionstensors aus (6) eingesetzt haben [4}. 
Analog verfahren wir in Yn mit den Verrückungen d~xi,d;i, die wir nach (10) ermit-
teln. Es ergibt sich 
( 19) D ':""xi = 2 Ä il~"d~4 = 2 Ä id xPd x4 e- 20 12 pq 1 2 pq 1 2 . 
Da nach der Definition des konformen Zusammenhanges die Längen parallel ver-
schobener Vektoren in V n und Y n in erster Näherung übereinstimmen, bleibt die Kon-
formität für das Fünfeck im Kleinen genau dann gewahrt, wenn D7;xi = D,'2xi e- o ist. 
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Diese Gleichung muß für beliebige d,xi , d2xi richtig sein. Aus diesem Grund folgt 
durch Einsetzen von (18),(19) die Transformation des Torsionstensors: 
(20) AikP = Aik" eO. 
Nach (6) können wir (20) auch in der Form 
angeben. Diese Beziehung setzen wir in (17) ein, nehmen anschließend eine Um-
benennung k~h vor und erhalten 
(21) (Ght - GihP) gpj + (GjhP - GjhP) gip = 2 O,h gij - 2 AihP gpj eO. 
Indem wir (i,j,h) zyklisch vertauschen, ergeben sich zwei weitere Gleichungen. (21) 
multiplizieren wir mit (-1), addieren alle Gleichungen und, wenn wir die Definition 
des Torsionstensors aus (6) mehrmals berücksichtigen, ergibt sich 
2 Gi/,ghp= 2 Gi/'ghp + 2 (gihO'j + ghjO,i -gijO,h) + 2 (eO-I) (Ai/gph + AihPgpj + AjhPgpi )' 
Überschiebung mit ~ ghk liefert schließlich die eindeutige Lösung (11). Dieses wollten 
wir zeigen. 
Besonders einfach lassen sich die Transformationsgleichungen für metrische Zusam-
menhänge darstellen. Hierfür gilt 
Satz 2. 
V n, V n mit den Zusammenhängen Gi/, Gi/ selen reguläre, konforme Riemannsche 
Räume im Sinne unserer Definition. Dann gilt 
(A) Git metrisch = Gi/ metrisch 
(B) Git metrisch = 
(22) Git = f/ + (Gij k - cn eO. 
Beweis: (A) folgt unmittelbar aus (16). 
Zu (B): Für metrische Übertragungen gilt nach (5) die Gleichung 
gkp _ 2 (gpj.i + gip.j - gji.p) - 0, 
in die wir die entsprechenden Ausdrücke für die kovarianten Ableitungen des Maß-
tensors nach (5) einsetzen. Es ergibt sich dann, wenn wir die Definition des Torsions-
tensors aus (6) verwenden, für metrische Zusammenhänge wegen (7) die zu (5) äqui-
valente Beziehung 
(23) rit = Sit - Aikj - Ajki. 
Dabei wurde Sit : = ± (Gi/ + G/) gesetzt. Also ist nach (6) Gi/ = Si/ + Ai/ und wir 
bekommen wegen (23) 
A k Ak+Ak_Gk Sk+Ak+Ak-G k r k ij + i j j i - ij - ij i j j i - ij - ij' 
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Setzen wir diesen Ausdruck in (11) ein, und subtrahieren wir von (11) noch die Glei-
chung (9), so bleibt 
was zu zeigen war. 
Zum Schluß wollen wir noch eine Invarianzeigenschaft angeben, die aus dem Krüm-
mungstensor folgt. Bezeichnen wir die Komponenten dieses Tensors auf \in mit R\k' 
so ist bekanntlich 
und es gilt 
Satz 3. 
Vn und V n seien konform aufeinander abgebildet. Beide Räume seien mit Zusammen-
hängen Gi/ und G/ ausgestattet. Die Funktion a(x i ) sei mindestens zweimal stetig 
differenzierbar. Ist dann G i/ in \in konform bezüglich G ij\ so gilt 
R\jk =R\jk' 
Beweis: Durch Verjüngung h=i in (24) finden wir 
- h - h 
(25) Rh. = CiGhk _ CiG hj hJk Cixj Cixk ' 
Anschließend überschieben wir die Gleichung (17) mit gij, das liefert, wenn wir die 
Umbenennung k~j vornehmen und berücksichtigen, daß gijgij = Öii = n ist, die 
Formel 
Ght - G hj h = na'j' 
aus der folgt, daß G hj h = G hjh + na,j und Ghk h = G hk h + na'k ist. Die letzten beiden 
Beziehungen setzen wir in (25) ein und erhalten 
Rh . = CiGhk
h 
_ CiGh/ + (Cia'k _ Cia'j) _ Rh 
hJk Cixj dXk n Cixj Cixk - hjk' 
'1 h V t "b (i) da'k Cia'j O' D .. 3 b . wel nac orausse zung u er (} x --. - ~ = Ist. amlt Ist Satz eWlesen. 
ClxJ vX 
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